EVALUACION DEL RECURSO HIDRICO EN UN MUNDO COMPLEJO Y CAMBIANTE
) PROFESOR EFRAIN DOMINGUEZ )
GUIA No 3 - AJUSTE DE FUNCIONES DE DISTRIBUCION PROBABILISTICA

DETERMINACION DE LA PROBABILIDAD DE EXCEDENCIA EMPIRICA DE LOS
CAUDALES ANUALES

Este andlisis se realiza con la serie de caudales anuales. Dada una serie de caudales anuales con
n afos observados, esta se ordena de mayor a menor y se evalUa la probabilidad de excedencia
para cada dato de caudal Q; de la serie ordenada como:
i—«a
@) =pQ20Q) =—F—

Ecuacion 1

Donde i es la posicion de ploteo del caudal Q; en la serie ordenada de mayor a menory n es el

numero de datos en la serie de caudales. A su vez i recorre valores desde 1 hasta n.

Se han adelantado interpretaciones préacticas de la Ecuacién 1 por diferentes autores. Algunas de
ellas estan relacionadas con el tipo de distribuciéon propuesta como modelo tedrico, otras con la
esperanza matematica de la probabilidad de excedencia estimada (considerando esta caracteristica
como una variable aleatoria también). Entre las interpretaciones mas conocidas se tienen las

siguientes:

Tabla 1. Probabilidad de excedencia empirica

Expresion
FQ) = —
Weibull ; Kritskiy - Menkel 0 Yon+1
Ecuacion 2
F(Q,) = i—0.44
Gringorton 0,44 Y n+0.12
Ecuacion 3
i — 0,5
Hazen 0,5 F(Q,) = 7Y
n
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Nombre Expresion ‘
~ Ecuacion4 |
i—0.3
F(Q) =
Chegodaiev 03 YT n+04
Ecuacion 5
i—04
F(Q) =
Blokhinov 0.4 Y n+02
Ecuacion 6
Floy = L2044
Distribucion Gumbel 0.44 Y n+0.12
Ecuacion 7
Fle) =08
Distribucién normal 3/8 Yon+1/4
Ecuacion 8

Las ecuaciones presentadas en la Tabla 1 producen resultados que tienen diferencias en los
extremos de la funcion de distribucidn para series de datos con longitudes menores a n = 40. En la

practica hidrologica actual la formula mas utilizada es la Ecuacion 6.

AJUSTE DE FUNCIONES DE DISTRIBUCION TEORICAS A LA PROBABILIDAD DE
EXCEDENCIA EMPIRICA DE LOS CAUDALES ANUALES

Con el fin de caracterizar a la muestra de caudales anuales que definen la oferta hidrica del territorio
de interés es necesario ajustar una funcién de distribucion tedrica a la probabilidad de excedencia
empirica hallada en el punto anterior. Existen varias funciones de distribuciéon que ya han sido

aplicadas en hidrologia y dentro de las cuales se debe escoger la que mejor representa a la
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probabilidad de excedencia definida empiricamente. Entre los modelos tedricos de distribucion

probabilistica se encuentran:

e Distribucion normal;

Una variable aleatoria Q esta distribuida normalmente, con media Q y varianza o si tiene

una densidad de distribucion probabilistica del tipo:

1 oW 2)

p(Q) = E

@Q)/oof ; (Fo<Q<);

Ecuacion 9

Dado que el teorema central del limite establece que la suma de n variables aleatorias
independientes se distribuye normalmente es factible que en algunos casos el caudal
promedio anual (que representa la suma de los caudales medios diarios divididos por el

numero de dias del afio) resulte distribuido en forma normal.

o Distribucién Log-normal;

Una variable aleatoria Q esta distribuida de forma Log — normal si Y = Log(Q) sigue una

distribucion normal con media py y desviacion estandar oy Si se ajusta a la expresion:

ef(llz)[(ln Q-uy)/ oy ]? vQ >0

O
p(Q)=0; vVQ<0.

Ecuacion 10
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+(1/2)02

El valor esperado para esta distribucion es: E(X) =y, =e* y su varianza se

. r 2 2 . 0 v . .
obtiene como : V (X) = o5 =e***% (e” —1). Esta distribucion tiene como ventaja sobre
la distribucion normal que sus valores estan restringidos a los valores positivos y que su

forma no es simétrica, dos caracteristicas que le permiten representar mejor a las series de

caudales anuales.
e Distribucion Gamma;

Una variable aleatoria Q tiene distribucion Gamma si su funcion de distribucion tiene la

siguiente forma:

A r-1,-IX.
pP(Q) =m(/1Q) e, vQ>0

p(Q)=0; vQ<0.

Ecuacion 11
Aqui: T(n) es la funcién Gamma que se define cémo: I'(n) = L Q"% dQ.
Los parametros de esta distribucion son: A, que se conoce como el parametro de forma y r,

que es reconocido como el parametro de escala. A Través de estos parametros el valor

esperado y la varianza se representan como Q =1/ y og = g (Montgomery and
Runger, 2003).

e Distribucion Weibull.

Una variable aleatoria Q sigue una distribucion Weibull si su funcién de densidad

probabilistica es:
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_B(Q-rY" | _(Q=r)|
0222 ] (22 o,
p(Q) =0; VQ<O.

Ecuacion 12

Los parametros de esta distribucion son el parametro de localizacion vy, el parametro de

escala & y el pardmetro de forma . El valor esperado y la varianza de una variable
aleatoria Weibull son:

E(X) =y +T(A+1/ B) y V(X) =5° T+ 2/ B)-[Ta+1/ A .

e Familia de Curvas de Pearson;

Existe un amplio conjunto de curvas de densidad probabilistica que contiene a todas las
curvas de densidad probabilistica descritas anteriormente. Este conjunto de curvas se

describe a través de la siguiente ecuacion diferencial:

dp(Q) (@ —a)p(Q)
dQ by +byQ + b,0Q2

Ecuacion 13

Entre la familia de curvas de Pearson sobresale la ecuacion de Pearson Tipo lll, para la
cual el pardmetro b, = 0. Esta subfamilia de la familia de curvas de Pearson incluye

distribuciones importantes como las distribuciones Binomial y Gamma.
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Para validar el ajuste de la distribucion teérica a los datos empiricos se deben tomar en cuenta los

siguientes criterios:

e Anélisis visual
e Error medio absoluto de ajuste;

o Validacion de hipotesis de concordancia.

Aunque el analisis visual es subjetivo no se debe descartar. Usualmente si los criterios del error
medio absoluto y de validacion de hipdtesis de concordancia estan bien realizados la concordancia
visual de las funciones de distribuciéon empirica y tedrica seran evidentes. Como error medio de

ajuste maximo se recomienda el 15%. El error medio absoluto de ajuste se calcula como:

F* —F
g | (3:)*@ @)

Ecuacion 14

100

Donde F*(Q) es la funcion de distribucion empirica 6 probabilidad de excedencia empirica.

El ajuste de una funcién de distribucion tedrica a los datos de probabilidad de excedencia empiricos

se puede realizar a través del método de los momentos, o del de maxima verosimilitud.

Los métodos habituales para el ajuste de una funcién de distribuciéon tedrica a los datos de
probabilidad de excedencia empiricos son los de momentos (MOM), maxima verosimilitud (ML) y
momentos ponderados probabilisticamente (PWM), siendo menos utilizado el de minimos cuadrados
a partir de una de las formulas de gréfico anteriormente indicada. El método de MOM (en el espacio
real o en el logaritmico LMOM) obtiene el valor de los parametros, planteando el sistema de
ecuaciones que resulta de igualar la expresion tedrica de los momentos de la poblacidn en funcion
de los parametros y las estimaciones de dichos momentos obtenidos a partir de la muestra. La

resolucion del sistema con tantas ecuaciones como parametros a estimar, permite obtener la
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distribucion que reproduce los momentos de la muestra. Este método es facil de aplicar pero no
utiliza de forma exhaustiva toda la informacion contenida en la muestra. No obstante, en ciertos
casos puede ser una buena eleccion por su menor sensibilidad ante elecciones incorrectas del

modelo de distribucion.

El método de ML obtiene el valor de los parametros que maximizan la probabilidad de que se
presente la muestra observada. Para ello se deriva el funcional de méxima verosimilitud (o0 su
logaritmo) respecto a los distintos parametros y se resuelve el sistema que resulta de igualar a cero
dichas derivadas, calculandose el valor de los parametros. Este método es considerado
habitualmente como el mas eficiente, es decir aquel que produce una varianza menor a los
parametros estimados, pero es bastante sensible a una incorrecta eleccion del modelo de

distribucion.

El método de PWM fue desarrollado por Greenwood et al. (1979) para distribuciones en las cuales la
funcién de distribucion F(Q) sea expresable de forma explicita en forma inversa, es decir Q= Q(F),
por lo que no es aplicable a la ley de distribucion Log-Pearson tipo Ill. Este método calcula unas
funciones lineales (los momentos ponderados probabilisticamente) de los datos e iguala dichas
cantidades con las expresiones tedricas en funcién de los parametros para la ley considerada, de
forma analoga al método de los momentos. Este método confiere mayor peso a los mayores valores

de la serie, resultando valores mas conservadores.

Para los ejemplos de la presente guia se aplica el método de los momentos como primera
aproximacion que luego es ajustada a través de un método de optimizacion de gradiente conjugado
que busca los parametros de la distribucion tedrica que minimizan alguna funcion objetivo, por

ejemplo el error cuadratico o el error medio absoluto presentado en la Ecuacion 14.

Una vez seleccionada y calculada una funcion de distribucion teérica se evalla la hipdtesis de su

correspondencia con la funcién de distribucion empirica. Para verificar esta hipdtesis de
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concordancia se deben aplicar las pruebas de Pearson (x?), Kolmogorov, Smirnov (w?). Cémo
requisito minimo se exige que la hipdtesis nula no sea rechazada por al menos dos de las pruebas
propuestas. En esta evaluacion de la bondad de ajuste como hipétesis nula se establece Hy: la
funcion de distribucion tedrica corresponde a la empirica. Como hipétesis alternativa se establece.

H': la funcién de distribucion tedrica no corresponde a la empirica.

Prueba de Kolmogorov A

La prueba de Kolmogorov verifica la bondad de ajuste entre la funcion de distribucién teorica -F (Q )-
y la empirica -F*(Q)- a través del estadistico A. Para llegar a este estadistico se determina la

diferencia maxima “D” entre las ordenadas de la funcién teérica y empirica como:

D = max|F*(Q) — F(Q)|

Ecuacion 15

A su vez el estadistico A se determina cdmo:

A = Dvn;

Ecuacion 16

Donde n representa la longitud de la serie de caudales anuales.

A continuacion, de la distribucion de Kolmogorov se establece el valor critico Aq. Si A <A, la

hipdtesis nula no se rechaza y la distribucién tedrica propuesta concuerda con la distribucion

empirica. La distribucion del criterio de Kolmogorov se puede aproximar cémo:
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F(1)=1-3 (1) e

i=1

Ecuacion 17

En forma de resumen los valores criticos A, se pueden obtener de la siguiente Tabla:

Tabla 2. Valores criticos 2 para el criterio de Kolmogorov

Nivel de
Significacion  0.40 0.30 0.20 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001 0.0005

a

Valor Critico
A

q

Prueba de Pearson (x?)

La prueba de Pearson compara las frecuencias observadas y tedricas a través del estadistico:

k
_ N @@ -p@)
X = “Z P(Q)

Ecuacion 18

Donde n es el nimero de datos de la muestra y k es el nimero de clases en el histograma de
frecuencias. x sigue una distribucién Ji-cuadrado con v = k — r — 1 grados de libertad. res el
niimero de parametros necesarios para la funcion de distribucion tedrica. Valores pequefios de x?
muestran una buena concordancia entre las probabilidades empiricas y la funcién de distribucion

tedrica para la que se evallia el ajuste. Por el contrario valores grandes de x? denotan discrepancia
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entre la funcion tedrica y la probabilidad empirica. El valor critico 3 se obtiene de las tablas de la
distribucion Ji cuadrado con base en los grados de libertad v = k — r — 1y el nivel de significacion
a. Las tablas de la distribucion Ji-cuadrado se pueden consultar en (Bendat & Piersol, 1986) o en

(Tomas Morer, Gonzalez Sabaté, Fernandez Ruano, & Cuadros Margarit, 2004). Cuando x? > )(é

se debe rechazar la hipétesis nula (H,: la funcion de distribucion teérica corresponde a la empirica)

y de lo contrario esta debe ser aceptada

Prueba de Cramer-Von Mises-Smirnov (nw?)

Esta prueba aplica el estadistico:

no? =+ 3 [F(Q) ~ FQF*
i=1

Ecuacion 19

Para n > 40 la distribucion de nw? no depende del tipo de distribucion tedrica que se esta
ajustando y tiende a una distribucion limite como la presentada en el siguiente cuadro:
Tabla 3. Valores criticos para el estadistico nw?

Nivel de significacion 50

q = p(nw? > z,)100

Valorcriticqu 0.1843 | 0.2412 | 0.3473 | 0.4614 | 0.5489 | 0.6198 | 0.7435

Si nw? > nwjg la hipotesis nula sobre la concordancia de la funcién de distribucion tedrica con los

datos empiricos se rechaza con un nivel de significacion q.
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Varios trabajos recomiendan a la funcién Gamma como una distribucién teorica que describe en
forma adecuada los caudales anuales (Haan T. C., 2002; Rozhdenstvenskiy & Chevotariov, 1974;
Druzhinin & Sikan, 2001). Adicionalmente, en Colombia, una anélisis sobre cerca de 420 estaciones
hidrolégicas sefiala a la distribucion Gamma como la que con mayor frecuencia ofrece el mejor
ajuste para series de caudales anuales medios, maximos y minimos (Dominguez, Hassidoff, Leon,
Ivanova, & Rivera, 2009), en funcidn de estos resultados, sin eliminar la posibilidad de analizar otras
distribuciones, se recomienda utilizar la distribucion Gamma como la distribucion base para el

andlisis estadistico de la oferta hidrica superficial en Colombia.



