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INTRODUCCION A LOS METODOS NUMERICOS

ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN r Y SISTEMAS DE
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Muchos problemas de modelacion matemética condacesuaciones diferenciales de
orden mayor que uno o a sistemas de ecuacionesrtifales. Una ecuacion diferencial
de ordenr es aquella que relaciona la variable independienteon la funcién

incognitay = f(x) y sus derivaday', y", ..., y' (véase ecuacion 1).

F(y.y,y"...y')=0 1)

La solucién de la ecuacion diferencial (1) consiste la busqueda de la funcién
y = f(X), que satisfaga esta ecuacion para todos los gadee1[a,b] .

La solucion general de la ecuacion (1) tiene lenfosiguiente:

y=f(x,C;C,,....C,) | (2)‘

Donde C,, C,, ..., C, son constantes arbitrarias, que cuando tomaneslmncretos
determinan la solucion particular para la ecuadierencial (1). En el problema de
CAUCHY, para la ecuacion (1¥e busca una solucién particular que satisfaga la
condiciones iniciales siguientes:

Yiea = Y(@), Y'ea = Y (@), ¥V'ea =Y (@)1 Yice = Y (D) (3)

La grafica de cada solucion particular de (1) smdlecurva integral y el conjunto de
todas las curvas integrales conforman un familiaudgas integrales - paramétricas.

En este curso no se estudian los métodos de solpeita ecuaciones de segundo y
orden mayor. Para resolverlas se utiliza el heehguk cualquier ecuacién de segundo
0 mayor orden puede ser convertida en un sistereaubeiones diferenciales de primer
orden.

Los sistemas de ecuaciones diferenciales:

FOSYL Yo Y Y Yo Y Y Y Y e Vi Yoo Yo ) =05 @
i=12,...n
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relacionan una variable independientecon varias funciones incognitg, = f,(x),
Y, = f,(X),....,y, = f,(X) y sus derivadas respectivas ,y',,....Y.; Y1, Y %.uY's
Y1, Y5, Y, . El ordenr, de cada ecuacion (4) es igual al de la derivadenalgor

orden que contenga. La solucién general del sistdenecuaciones diferenciales (4) es
un vector compuesto por las funciongs= f,(x), vy, = f,(X),...,y, = f,(x)y contiene

r=r +r,+...+r, constantes arbitrarias.

La integracion del sistema (4) se puede redudriatégracion de una EDO de orden
pero la propiedad inversa es mas atractiva, cuaigistema (4) puede ser reducido a un
sistema equivalente de ecuaciones de primer orden sustituyendo las ditéates de
alto orden con funciones incognitas auxiliares.

Dada una ecuacion diferencial ordinaria de orden

u” = f(x,u,u,...u"") (5)

Introduciendo como nuevas funciones incognitgs=u, Yy, =U',...,.y, =u"" la

ecuacion diferencial (5) se transforma en un siatdmn ecuaciones diferenciales de
primer orden de la forma:

Y= Yo

Yo=Y

: (6)
Y= Yoi

Yo = FOGYL Yo V)

Los sistemas de ecuaciones diferenciales tambié@meegn cuando los problemas
propuestos, en el mundo real, requieren la congatude dos o méas funciones
incognitas. Un ejemplo de esto son los sistemasapdepredador y el sistema climatico
de LORENTZ Los sistemas predador-presa se estudian en utuloagparte mientras
que el sistema deORENTZ se trata a continuacion, después de el ejemploode
convertir una ecuacion diferencial ordinaria deeordlos en un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden con dos ecuaciones.

Para solucionar sistemas de ecuaciones difereaciieprimer orden se aplican los
mismos métodos que para el caso de una sola EOfirder orden. Para comprender
este hecho, en el sistema de EDO de primer ordemndieen x[1[a,b ]:

dv
d—{'(: fi(X; yllyzi""yn);; i
(i=12..,n)

=12,...n (7)

Con condiciones iniciales:y,(x=a)=y,(a ,)se introduce la siguiente escritura
matricial:
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A £ Yy V)
in Y, _ 06 Yy sees Vi)
dx dx| : :

yn fn(xvylv"'vyn)

=f(xy) (8)

El sistema matricial (8) sugiere un algoritmo qpéica n-veces el método numérico
elegido (el de Euler o alguno del tipo Runge—Kuitajno se ilustra a continuacion:

Declaracién de matrice
(vectores) y asignacion de
condiciones iniciales

!

j=1..n;
n — ndmero de
ecuacione®n el
sistema

|

Ejecucién del procedimiento

que calcula las ecuaciones d

la parte derecha del sistema
EDO (8)

X YY)

:

Ejecucién del método de Eulg
(RK) - s6lo un AX

|

Publicacién de
Vi

A 4

Q @
D

=

Figura 1. Diagrama de flujo para el algoritmo dieision de sistemas de EDO de
primer orden.

Como se observa en la figura 1, el algoritmo dacéh de sistemas de EDO de primer
orden es bastante genérico, una vez programad@eta paray‘j , lo Unico que resta
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variar, para cada sistema, es el programa quealad(expresiones de la parte derecha
del sistema (8).

Ejemplo 1: Cémo obtener un sistema de EDO de primeorden a partir de una
EDO de segundo orden:

Dada la ecuacién diferencial ordinaria de primelear

e":z—g’L - (g - A serut)serd )

Donde 4(t) es el angulo de inclinacion de un péndulo eneshpiot; A, « y L son
parametros fisicosg es la aceleracion en caida libre (gravedad). laagliciones
iniciales de este problema incluyen la posiciéciaiig, y el valor de la derivad@'

(velocidad) en el momento=t,.

Para reducir la EDO de segundo orden (8) a unnsistde ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden se introducen dos nukwasones incognitay, (t) =6(t Y

y,(t) =6'(t), para las cuales es valido el sistema:

Y=Y,
10
y', = (g - A’ senat)seny, (10)
Con condiciones iniciales:
t,)=0(t,);
Ya(to) go) 1)
Y, (t,) =&'(t,).

Ejemplo 2: El sistema climatico de.ORENZ*

El sistema de ORENZ fue propuesto como un modelo simplificado paraitaulacion
del clima. Modela la conveccién en forma de anill@ciendo seguimiento a tres
variables:

dx

—z=0(y-X);

p (Yy=-%)

y _

& x-v- 12
q . XTYTXE (12)
dz

— =xy—-bz

a

* Colaboradores de Wikipedi@aos deterministéen linea). Wikipedia, La enciclopedia libre, 2q8€cha de consulta: 19 de
diciembre del 2006]. Disponible em#p://es.wikipedia.org/w/index.php?titte=Caos_deiti@ista&koldid=611377%.
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Dondec es el numero deRANDTL (viscosidad/conductividad térmica), r es el nUmero
de RAYLEIGH (John STRUTT) (diferencia de temperatura entre lya®pe) y b es la
razon entre la longitud y altura del sistema. ltas tnagnitudes a las qQUORENZ se
refiere en su sistema sor: razon de rotacion del viento (velocidad); temperatura

y anomalia de la temperatura de su valor de egoilib

Véase la solucion numérica de estos dos ejempldssetalleres en clase. El atractor
de Lorenz, resultante de la solucion del sistembaatenz se presenta en la figura 2.

Figura 2. Atractor de Lorengttp:/mathmodelling.googlepages.com/Sol_SistemB® &ls
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